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0. INTRODUCCIÓN. 
No cabe duda de que las sucesiones constituyen una herramienta muy útil en el estudio de la topología de 
espacios métricos y en particular en el análisis real. 
 
De sobra sabemos que el Análisis Matemático se caracteriza por utilizar los procesos de paso al límite. La Teoría 
de Sucesiones nos ayudará a introducirnos en el campo de los límites funcionales, mucho más complejos y 
menos intuitivo que los límites de sucesiones, ya que nos proporciona unos resultados muy útiles que servirán 
para el posterior estudio de límites de funciones. 
 
Con el estudio de límites de sucesiones se inaugura el estudio del cálculo (o análisis) infinitesimal. Este nombre 
se debe a que se va a especular con cantidades infinitesimales (infinitamente pequeñas) en el cálculo 
diferencial e integral, fundamentalmente, y se reflexionará acerca de sucesiones de números al considerar una 
cantidad infinita de términos. Los conceptos del análisis infinitesimal son de una extraordinaria sutileza y el 
fruto de muchos años de pensamiento. 
 
1. SUCESIONES DE NÚMEROS REALES.  
Informalmente, una sucesión de números reales es una lista ilimitada de números 1 2 3, , , , ,na a a a , donde 
n indica el lugar que ocupa el número na  en la lista. Puesto en forma de tabla: 
lugar 1 2 2 4 5 … n … 
valor 1a  2a  3a  4a  5a  … na  … 
 
es obvio que se trata justamente de una función real con dominio N. Ésta es su definición formal. 
Definición: Una sucesión de elementos de un conjunto es una aplicación  con dominio N y codominio dicho 
conjunto. En particular, una sucesión de números reales es una función real con dominio N, es decir,  una 
aplicación 

 
:
( ) n
a N R
n a n a
. 
 
Tradicionalmente, el valor que una sucesión a  toma en cada n N  se denota por na , en lugar de a(n) como 
para las demás funciones. Normalmente nos referiremos a na con el nombre de término n-ésimo de una 
sucesión, pero no debe perderse de vista que cada término lleva una doble información: su valor y el lugar n 
que ocupa. 
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Notación: Por comodidad, se denotan      
 
  1 1
, ,n n nn N n na a a   siendo na  el término general de la 
sucesión. 
Ejemplos: los más corrientes se indican dando una fórmula que defina el término n-ésimo, como los siguientes 
casos: 
 
 

  

1
1 1 1 1
, 1, , , ,...
2 3 4
n
na
n
 
  2 , 1, 4,9,16,...nb n  
Una sucesión puede definirse: 
 Analíticamente, mediante una fórmula (término general) que permita obtener cualquier término de la 
sucesión. Ejemplo:  2 1na n  
 De forma recurrente, se dan los primeros de la sucesión y luego se indica la fórmula que permite obtener 
los términos sucesivos. Ejemplo: la sucesión de Fibonacci
 
 

 
0 1
1 2
1
,
n n n
f f
n N
f f f
, o las progresiones 
aritméticas   1 1, n na x a a h  o geométricas   1 1, n na x a a r . 
 Explícitamente, cuando no existe un procedimiento o fórmula que nos permita construir la sucesión. 
Ejemplo: sucesión de los números primos 1, 2, 3, 5, 7, … 
 Gráficamente, dadas por un conjunto discreto de puntos        1 2 3 41, , 2, , 3, , 4, ,...a a a a  
Un tipo importante de sucesiones son las sucesiones monótonas. 
Definición: diremos que  
n n N
a  es  
 monótona estrictamente creciente si  1 ,n na a n  
 monótona no decreciente si  1 ,n na a n  
 monótona estrictamente decreciente si  1 ,n na a n  
 monótona no creciente si  1 ,n na a n  
 monótona si es de alguno de los tipos anteriores. 
Definición: diremos que  
n n N
a  está acotada superiormente si  C R  tal que   na C n N  y diremos 
que  
n n N
a  está acotada inferiormente si  K R  tal que   na K n N . En el caso en que   n n Na  
esté acotada superiormente e inferiormente, diremos que  
n n N
a  está acotada,   0M  tal que 
  na M n N . 
Ejemplo: 
1 1 1 1
1, , , ,...,
2 3 4 n
 está acotada pues  
cot supcot inf
1
0 1
a eriora erior n
. 
 
Sucesiones convergentes. 
Definición: una sucesión  
n n N
a es convergente si existe un número real L R tal que 
         0 , . . nN t q n N a L . En este caso, se denota 

 lim n
n
L a  y se denomina 
límite de la sucesión. También se puede ver 

n
n
a L . 
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Observaciones:  
1. El concepto de límite es uno de los más importantes de matemáticas. 
2. El límite de una sucesión convergente es único. 
3. La idea intuitiva sobre lo que representa el límite es que la sucesión se aproxima a ese punto tanto como 
queramos si avanzamos suficientemente n. 
4. Lo que nos viene a decir esta definición es que todos los términos de la sucesión, salvo un número finito, 
están comprendidos dentro del intervalo    ,L L . 
Ejemplos: (Sucesiones convergentes) 
  ,na c n  sucesión constante, na c . 
  
1
,na n
n
. Se tiene que  0na . Dem: dado   0 , por la Propiedad Arquimediana de R , 
 0n N  tal que 

0
1
n , luego 

      0
1 1
0n n n
n
■. 
Definición: una sucesión  
n n N
a  es divergente a   si 
       0 0, . . nM R n N t q n n a M . Se escribe 

 lim n
n
a  ó 

n
n
a . Se dice que 
 
n n N
a  es divergente a          0 0, . . nM R n N t q n n a M . Se escribe 

 lim n
n
a  ó 

n
n
a . 
Ejemplos: (Sucesiones divergentes) 
  3 ,na n n  sucede que na . 
   2 ,na n n  sucede que na . 
Hay sucesiones que no convergen ni divergen como por ejemplo 1, -1, 2, -2, 3, -3, … A éstas sucesiones se les 
denomina sucesiones oscilantes. Otro ejemplo:   ( 1) ,nna n . 
 
TEOREMA DE WEIERSTRASS. Toda sucesión creciente (decreciente) y acotada superiormente (acotada 
inferiormente) es convergente. 
Dem: Sea   :nA a n N  un conjunto de términos de la sucesión   n n Na . Entonces, A está acotado 
superiormente, por lo que existe una cota superior mínima  , que por ser la menor verifica que    ,Na  
para algún Na  y   0 . Como   n n Na  es creciente,   , N nn N a a . Por tanto,       ,n Na a  así 
que 

lim n
n
a  ■. 
Luego toda sucesión monótona y acotada es convergente. 
Ejemplo:  
 
 
  
 
1
1
n
ns
n
 es estrictamente creciente y acotada superiormente por 3, y ns e , base de los logaritmos 
neperianos y de la función exponencial. 
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 La sucesión de término n-ésimo    
1 1
1 ...
2
nH
n
 es estrictamente creciente, no acotada, ya que 
   

1
1
1
n n nH H H
n
, y por tanto divergente. 
 
2. SUCESIONES DE CAUCHY.  
En este apartado vamos a ver un tipo especial de sucesiones que nos va a permitir continuar con los criterios 
básicos de convergencia de sucesiones. 
Definición: una sucesión  
n n N
a  se dice que es de Cauchy si 
           0 , ( ) . . , n mN N N t q n m N a a . 
 
Se tienen los siguientes resultados: 
1) Toda sucesión convergente es de Cauchy. 
Dem: Sea  
n n N
a  una sucesión convergente y supongamos 

n
n
a a . Dado   0 , tomamos 

  ' 0
2
 y 
por hipótesis,  0n N  tal que 

   0 ,
2
nn n a a . Ahora, 
 
             0, , ( ) ( )
2 2
m n m n m n
DesigualdadTriangular
n m n a a a a a a a a a a ■. 
 
Observación: el recíproco no es cierto pues por ejemplo, en Q , la sucesión 1,1.4,1.41,1.414,... se 
aproxima a 2 , es de Cauchy pero no es convergente al no ser 2 un número racional. 
 
2) Toda sucesión de Cauchy está acotada. 
Dem: Sea  
n n N
a  una sucesión de Cauchy. Tomamos   1  y se tiene que  0n N  tal que   0,n m n , 
  1n ma a , luego,  
         
0 0 0 0 00
, 1n n n n n n n n
DesigualdadTriangular
n n a a a a a a a a .  
Así que  n N ,    0 01 2max , ,..., ,1n n na a a a a M , luego   n n Na  está acotada ■. 
 
3) En R , toda sucesión de Cauchy es convergente. 
Dem: Utilizaremos el resultado visto en el punto 2) “Toda sucesión de Cauchy está acotada” y el Teorema 
de Bolzano-Weierstrass “Toda sucesión acotada posee un punto de acumulación”, que veremos al final. 
Observación: en un subconjunto de R  no es cierto. Ejemplo: Sea  ( , )I a b R , y consideramos la siguiente 
sucesión en I,  
1
na a
n
. Se tiene que na a , pero a I . 
 
Luego podemos enunciar: 
TEOREMA DE COMPLETITUD. En R ,  
n n N
a  convergente    
n n N
a  de Cauchy. Es decir, R  es completo. 
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4) Toda sucesión convergente está acotada. 
Dem: Sea  
n n N
a  una sucesión convergente a un número a R . Tomamos, por ejemplo,   1 en la 
definición de límite y existirá algún número N N  tal que   1na a  para todo n N . Si escribimos 
    1 21, , ,..., NB máx a a a a a a se tiene que  na a B , es decir,    na B a a B  para todo 
n N . Luego la sucesión está acotada ■. 
 
3. LÍMITES. 
El concepto de límite ha sido de enorme utilidad en el desarrollo de las matemáticas; en él se fundamenta el 
cálculo infinitesimal. 
Aunque muchos matemáticos utilizaron la idea intuitiva de límite, fue el barón de Cauchy (1789-1857), a 
principios del siglo XIX, quien dio una definición satisfactoria de límite y, en consecuencia, de derivada de una 
función. 
En el primer apartado, se ha definido el concepto de límite de una sucesión que recordamos de nuevo: 
Definición: una sucesión  
n n N
a es convergente si existe un número real L R tal que 
         0 , . . nN N t q n N a L . En este caso, se denota 

 lim n
n
L a  y se denomina 
límite de la sucesión. También se puede ver 

n
n
a L . 
Como ya se observó en un apartado anterior, podemos ver: 
 
PROPOSICIÓN: (El límite de una sucesión convergente es único). Sea  
n n N
s  una sucesión convergente y sean 
,a b R   tales 

 lim n
n
a s , 

 lim n
n
b s . Entonces a = b. 
 
Dem: por reducción al absurdo, supongamos que no. Sea por ejemplo a<b. Tomando c tal que a<c<b, puesto 
que c<b y b es límite de  
n n N
s , debe existir un n’ tal que para todo n>n’ sea ns c ; igualmente, puesto que 
a<c y a es límite de  
n n N
s , debe existir un n’’ tal que para todo n>n’’ sea ns c ; tomando  max ', ''n n n  
llegamos a una contradicción: tendría que cumplirse  nc s c   ■. 
Luego, el límite de una sucesión convergente es así el único número real al que la sucesión converge. 
En el apartado anterior hemos estudiado algunos criterios básicos de convergencia de sucesiones y a 
continuación vamos a ver algunos resultados relacionados con el álgebra de límites de sucesiones. 
 
Operaciones con sucesiones convergentes.  
Sean na a  y nb b  sucesiones convergentes: 
1)   n na b a b  
2)   n na b a b  
3)        *na a R  
4) 
  
 
 
0 1 1
0
n
n
a n
a a a
 
5) de 2) y 4) se deduce:    0, 0n n
n
a a
b b
b b
 
Enunciamos ahora algunos resultados sin demostración. 
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 Teorema de Cantor de los intervalos encajados. Para cada n N , sea   ,n n nI a b  un intervalo cerrado 
(no vacío). Supongamos que para todo n se cumple  1n nI I , es decir,    1 1n n n na a b b  y que además 
  lim 0n n
n
b a . Entonces,  

n
n N
I x  (re reduce a un punto), donde  lim limn n
n n
x a b  
 Regla del Sándwich o de encajamiento. Sean      ,n n ns t y u  sucesiones tales que existe un m N  de 
manera que  n n ns t u  para todo n m . Si    n ns y u  son sucesiones convergentes y con el mismo 
límite a, es decir,  lim limn n
n n
s u a , entonces,   nt  es también convergente y tiene el mismo límite a, 
es decir, lim n
n
t a . 
 Regla de L´Hôpital. Existen otros criterios de convergencia que provienen de utilizar herramientas de 
Cálculo diferencial e integral, como por ejemplo para resolver 



0
lim
0
n
n
n
a
ó
b
. 
 Criterio de Stolz. Si existe 




1
1
lim n n
n
n n
a a
l
b b
 y  0n nb ó b , entonces,  lim
n
n
n
a
l
b
. 
 Criterio de la Raíz. Si  
n n N
a  es tal que  0na  y existe 


1
lim n
n
n
a
l
a
, entonces,  lim n n
n
a l . 
 
Operaciones con sucesiones divergentes. 
Veamos ahora algunos resultados relacionados con el álgebra de sucesiones divergentes. 
 
PROPOSICION  
a) Si  ns  es una sucesión divergente a +∞ y  nt  es una sucesión acotada inferiormente, la sucesión  
 n ns t  diverge a +∞. 
b) Si  ns  es una sucesión divergente a -∞ y  nt  es una sucesión acotada superiormente, la sucesión  
 n ns t  diverge a -∞. 
 
COROLARIO  
a) Si  ns  es una sucesión divergente a +∞ y  nt  es una sucesión convergente o divergente a  , la sucesión  
 n ns t  diverge a +∞.  
b) Si  ns  es una sucesión divergente a -∞ y  nt  es una sucesión convergente o divergente a -, la sucesión  
 n ns t  diverge a -∞. 
 
Nota. La suma de una sucesión divergente a   con una sucesión divergente a   puede resultar 
convergente, puede resultar divergente a  , puede resultar divergente a   y puede resultar oscilante. 
 
PROPOSICION  
a) Si  ns  es una sucesión divergente a +∞ y  nt  es una sucesión para la que existe  0r  y m  tales que 
nt r  siempre que n m , la sucesión   n ns t  diverge a +∞. 
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b) Si  ns  es una sucesión divergente a -∞ y  nt  es una sucesión para la que existe  0r  y m  tales que 
nt r  siempre que n m , la sucesión   n ns t  diverge a -∞. 
c) Si  ns  es una sucesión divergente a +∞ y  nt  es una sucesión para la que existe  0r  y m  tales que 
 nt r  siempre que n m , la sucesión   n ns t  diverge a -∞. 
d) Si  ns  es una sucesión divergente a -∞ y  nt  es una sucesión para la que existe  0r  y m  tales que 
 nt r  siempre que n m , la sucesión   n ns t  diverge a +∞. 
Dem:  
a) Sea M > 0. Como ns  existe N N  tal que si n N  es  /ns M r . Por tanto, si  max ,n m N  
se tiene    n n
M
s t r M
r
. ■ 
Los apartados b), c) y d) se demuestran de manera completamente análoga. ■ 
 
COROLARIO  
a) 
   
 
  
   
     
lim
lim
lim 0,
n
n
n n
n
n
n
s
s t
t a
 
b) 
   
 
  
   
     
lim
lim
lim 0,
n
n
n n
n
n
n
s
s t
t a
 
c) 
   
 
  
   
     
lim
lim
lim ,0
n
n
n n
n
n
n
s
s t
t a
 
d) 
   
 
  
   
     
lim
lim
lim ,0
n
n
n n
n
n
n
s
s t
t a
 
Nota. El producto de una sucesión divergente a +∞ o a −∞ por una sucesión convergente a 0 puede resultar 
convergente, divergente a +∞, divergente a −∞ u oscilante. 
 
PROPOSICION (Inversas de sucesiones divergentes) 
a) 
  

  



; 0
lim 1
lim 0
n
n
n
n
n
m s siempre que n m
s
s
 
b) 
  

  



; 0
lim 1
lim 0
n
n
n
n
n
m s siempre que n m
s
s
 
c) 
  

  



; 0
lim 1
lim 0
n
n
n
n
n
m s siempre que n m
s
s
 
  
86 de 114 
PublicacionesDidacticas.com  |  Nº 43 Febrero 2014 
 
COROLARIO Una sucesión  ns  sin términos nulos converge a 0 si y solo si la sucesión 
 
  
 
1
ns
 de los valores 
absolutos de los inversos diverge a  . En símbolos, si  0ns  para todo n,  
   
1
lim 0 limn
n n
n
s
s
 
 
En ocasiones, a la hora de operar con el cálculo de límites de sucesiones, resulta muy útil sustituir una sucesión 
por otra que sea equivalente. 
Definición: se dice que  nx  e  ny  son sucesiones equivalentes si 

lim 1n
n
n
x
y
. Lo escribiremos como 
n nx y . 
- si 

lim 0n
n
x , a la sucesión  nx  se le dice que es un infinitésimo. 
- si 

 lim n
n
x , a la sucesión  nx  se le dice que es un infinito. 
 
PROPOSICION  Sean  nx ,  ny  y  nz sucesiones de números reales tales que n nx y , entonces: 
a) si 

 lim n n
n
x z , entonces, 
 
 lim limn n n n
n n
y z x z  
b) si 

 lim n
n
n
z
x
, entonces, 
 
 lim limn n
n n
n n
z z
y x
 
 
Ejemplos: Si  0nx , entonces son equivalentes: 
nx ne x ,   log 1 n nx x ,  

  1 1n nx x ,  
n nsen x x ,  
21 cos /2n nx x , n ntag x x , n narcsen x x , n narctag x x  
 
4. TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS. 
Eliminando términos de una sucesión podemos extraer de ella nuevas sucesiones, cuyos términos aparecen en 
la sucesión original en el mismo orden (tal vez no en el mismo lugar) que en la nueva: es decir, vamos tomando 
infinitos términos, saltando algunos quizá, pero sin volver atrás. Por ejemplo, dada una sucesión 
1 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , , ,....,s s s s s s s s s  
si nos quedamos con los términos que ocupan lugar impar (eliminando los que ocupan lugar par), obtenemos 
una nueva sucesión 
1 3 5 7 9, , , , ,....,s s s s s  
cuyo término n-ésimo es 2 1ns ; si nos quedamos con los términos que ocupan lugar par (eliminando los que 
ocupan lugar impar), obtenemos la nueva sucesión 
2 4 6 8 10, , , , ,....,s s s s s  
cuyo término n-ésimo es 2ns . Podemos imaginar fácilmente otras muchas maneras de extraer sucesiones de la 
sucesión inicial con este procedimiento. Se obtienen así lo que se llaman subsucesiones de la sucesión dada. El 
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manejo de subsucesiones facilita habitualmente el estudio de la sucesión original, y permite demostrar varias 
propiedades esenciales de la teoría de funciones reales de variable real. Pasemos a formalizar este concepto. 
Definición: dada una sucesión   
n n
s , se dice que otra sucesión  
n n
t  es una subsucesión de  
n n
s  si 
existe una función  :  estrictamente creciente, es decir, 
                   1 2 3 ... 1 ...n n de manera que para todo n  es  n nt s . 
Ejemplo:  
 La sucesión de término n-ésimo  24nt n  es una subsucesión de la sucesión de término n-ésimo 
   21
n
ns n , como se ve tomando    2n n . 
 Toda sucesión es una subsucesión de sí misma (reflexividad). 
 
PROPOSICIÓN: Toda subsucesión de una sucesión convergente es también convergente y tiene el mismo límite. 
Dem: es consecuencia inmediata de la definición de límite ■. 
Aplicación: la sucesión  1
n
 no es una sucesión convergente y sin embargo la subsucesión de sus términos de 
lugar par converge a 1 y la subsucesión de sus términos de lugar impar converge a -1- 
 
PROPOSICIÓN: Una sucesión  
n n N
s  es convergente   la subsucesión de términos de lugar par  
2n n
s  y la 
subsucesión de términos de lugar impar   2 1n n Ns  son ambas convergentes y tienen el mismo límite. 
 
LEMA: Toda sucesión posee una subsucesión monótona. 
 
En estas condiciones estamos preparados para enunciar el siguiente teorema, cuyo enunciado damos en este 
caso: 
 
TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS: Toda sucesión acotada posee una subsucesión convergente. 
 
Dem: Sea  
n n N
s  una sucesión acotada y  0K  de forma que   nK s K  para todo n N . Vamos 
construyendo la subsucesión de la siguiente forma: bien en [0,K], bien en [−K,0], habrá infinitos términos de la 
sucesión (quizá incluso en los dos).  
Supongamos que en  1 0,I K  hay infinitos términos y elijamos cualquier elemento    11s I . De nuevo 
repetimos la idea y, o bien en  0, /2K  o en  /2,K K , habrá infinitos términos de la sucesión. Nos 
quedamos uno de los intervalos que contenga infinitos ns ; supongamos, por ejemplo, que es  2 /2,I K K . 
Elegimos un elemento    22s I  que además cumpla     2 1 . Observemos que 2 1I I . El siguiente 
paso es de nuevo subdividir 2I  en dos mitades,  /2,3 /4K K  y  3 /4,K K , elegir una mitad 3I  que 
contenga infinitos términos de la sucesión y seleccionar un nuevo    33s I  con     3 2 . Construimos de 
esa forma una sucesión de intervalos cerrados encajados      1 2 3 ... ...nI I I I  y una subsucesión 
   ns  de  ns  con    nns I  para todo n N . Por comodidad escribimos   ,n n nI a b  con lo que 
  n nna s b  para todo n y además, como la longitud de cada nI  es /2
nK , se tiene 
  /2 0nn nb a K . Por tanto podemos aplicar el Teorema de los intervalos encajados de Cantor y asegurar 
la existencia de x R  tal que  lim limn n
n n
x a b . Pero por la Regla de Sandwich, tenemos que   ns x  ■. 
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Nota: el teorema también se puede enunciar así: “Toda sucesión acotada posee un punto de acumulación”. 
 
5. CONCLUSIÓN. 
Hemos visto algunos tipos de sucesiones de números reales que existen. Entre las sucesiones de números 
reales monótonas, aquellas que son acotadas, convergen. Es decir, existe un número real al que se acercan los 
valores de la sucesión al aumentar el índice de término. El cálculo de límites supone utilizar diversos tipos de 
técnicas para conseguir determinar su valor que a menudo, no es trivial de determinar debido a las 
indeterminaciones que existen. 
 
La importancia de este tema se muestra al considerar procesos en las distintas ciencias que se repiten 
indefinidamente en el espacio o en el tiempo. Así por ejemplo, en Economía, cuando se considera una renta 
perpetua, los valores actuales de cada uno de sus términos constituyen una sucesión; en Física, la suma de la 
distancia recorrida por un cuerpo que se deja caer y rebota, también es un tipo de sucesión; en Biología, es 
frecuente buscar el límite de una sucesión como solución a problemas relacionados con la evolución de 
especies o la expansión de genotipos en una población…   ● 
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